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Bevezetés

Az also tagozaton a kombinatorika alapjainak bevezetése leginkabb a gyakorlati, jatékos
feladatokon keresztiil valosul meg. Az alapfogalmak, mint a permutacio (sorrendek vizsgalata),
variacio (valasztads egy adott szamu elembdl a sorrend figyelembevételével) és kombindcio
(ahol a kivalasztas soran a sorrend nem szamit) sokszor nem explicit modon, hanem a gyerekek
mindennapi tapasztalatain keresztiil jelennek meg. Példaul egy-egy egyszeriibb oktatasi
mozzanatban, amikor a gyerekek kiilonb6z6 szinek, szamok vagy alakzatok koziil valasztanak,
illetve amikor egyes elemeket sorba rendeznek, a gondolkodasi folyamat soran kombinatorikai
elveket alkalmaznak. A kombinatorikai gondolkodas fejlesztésében nagy szerepe van az
interaktiv jatékoknak, ahol példaul kiilonb6z6 szinli vagy nagysagu targyakbol, figurdkbol
valogathatnak, illetve sorba rendezhetnek kiilonbozd elére megadott feltételek szerint. A
kombinatorikai feladatok megoldasa fejleszti a logikai gondolkodést, a koncentraciot
(részletekre vald odafigyelés), tovabba jelentds szerepiik van a kiillonboz6é matematikai
fogalmak elmélyitésében is. Ebben a vonatkozasban kiilon kiemelnénk a szamolasi készségek
erdsitésében, valamint a geometriai Osszefiiggések felismerésében betoltott szerepét. A
szamolas a kombinatorikai alapozas egyik legfontosabb eszkdzeként jelenik meg a tananyagban
az altalanos iskola alsé tagozatain. A tanitoknak lehetdségiik van arra, hogy egyszerii
feladatokon keresztiil megértessék a tanulokkal, hogy kiilonb6z6 szamkartyédk felhaszndlasaval
hanyféleképpen alkothatnak szdmokat, majd ezekkel a szamokkal aritmetikai miiveleteket
végezzenek el. A kiillonb6zd szempontok szerinti sorba rendezésnek pedig jelentdsége van
tobbek kozott a rendezési relaciok megalapozasaban is. Sziikségesnek tartjuk kiilon kiemelni a
kombinatorikai feladatok és a geometriai problémak kozotti szoros kapcsolatot is. Az also
tagozaton a tanulok gyakran taladlkoznak egyszerli geometriai alakzatok, példdul haromszogek,
négyzetek, téglalapok halmazba rendezésével, csoportositdsaval vagy az atlok szdmanak
meghatarozasaval, ami szintén a kombinatorikai alapelveket érinti. Az ilyen feladatok sorén a
gyerekek szembesiilnek a lehetséges elrendezések, szdmolasok, kivalasztasok és varidciok
témakorevel.

A kombinatorika oktatdsa a magyarorszagi iskolak alsé tagozatain viszonylag kevésbé
hangstlyos, mivel az alapfoki matematika tananyagban elsGsorban a szamolas, geometriai
formak, mértékegységek, alapvetd miiveletek és egyszerli aritmetikai gondolatmenettel
kapcsolatos szoveges feladatok szerepelnek. Ilyen koriilmények kozott a kombinatorikai
gondolkodasmod kialakitasa, amely a lehetséges elrendezések, kivalasztasok, csoportositasok
¢és sorrendek szamitdsara Osszpontosit, a matematika oktatdsaban az alsé tagozaton hattérbe
szorul, amely f6ként az ilyen tipust tanorak alacsony szdméban és az oktatas soran feldolgozott
matematikai problémak sokszinliségének hianyaban mutatkozik meg.

1. A kombinatorika oktatasanak sajatossagai alsé tagozaton

Az als6 tagozaton kiilonds jelentdsége van annak, hogy a tanulok konkrét targyi
tevékenységeken keresztiil tapasztalatokat szerezzenek a kiilonb6z6 kombinatorikai
problémakrdl. Ennek az alapozésnak a hidnya okozza azt, hogy a felsd tagozaton és a
kozépiskoldban a tanulok a megfeleld tapasztalatok nélkiil ,tanulnak be” szimbolikusan,
képletek formajaban k6zolt megoldasi modszereket, amelyeknek nem ismerik a konkrét, targyi
megkozelitését. Ez a késdbbiekben oda vezethet, hogy a tanulok nem képesek oOnalléan
kombinatorikai feladatok megoldasara, igy a tovabbiakban nemcsak a kombinatorika, hanem
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az erre szervesen €pild valoszinliség-szamitds is sokak szdmdra nehezen érthetévé valik.
Lovasz Laszl6 és munkatarsai a Kombinatorika cimti konyvben részletesen foglalkoznak a
kombinatorika alapjaival, mddszereivel és alkalmazésaival, kiilonos tekintettel arra, hogyan
tanithatd és tanulhat6 hatékonyan ez az elmélet (Lovasz 2014). A szerz6k hangsulyozzak, hogy
a kombinatorika oktatasdban az intuicidé fejlesztése kulcsfontossagu, és kiemelik, hogy a
kombinatorika tanuldsa akkor a leghatékonyabb, ha a didkok konkrét problémak megoldasan
keresztiil ismerik meg az elméletet. Eppen ezért az egyes fejezetek gyakran egy-egy gyakorlati
probléma felvdzolasaval indulnak, amelyeket azutan az elméleti hattér €s a moddszerek
targyalasa kovet. Annak ellenére, hogy a konyv kozépiskolai matematikai problémak
bemutatasara szolgal, a benne szerepld alapvetd kombinatorikai gondolatokat és egyszeriibb
feladatokat azok a pedagdgusok is jol tudjak alkalmazni, akik az alsé tagozaton szeretnék
megalapozni ¢és fejleszteni a gyerekek logikai és kombinatorikai képességeit. A kdnyvben
szereplé modszertani tandcsokbdl olyan alapelvek €s oktatasi gyakorlatok vezethetdk le, mint
példaul az egyszerii problémakbol valé kiindulés, a jatékos megkdzelités, a vizualizacid és
konkrét példak alkalmazéisa, a problémafelvetés és kisérletezés, a szamolasi készségek
fejlesztése, valamint a kapcsolddas mas tantargyakhoz (példaul kornyezetismeret vagy rajz).
Varga Tamds nyoman a kombinatorikus gondolkoddsmod fejlesztésének 1épcséfokai tiz
szakaszra oszthatok, amelyek koziil az els6 négy kiillondsen az altalanos iskola 1-4. osztalyara
vonatkozik:

- Adott feltételnek megfeleld egy vagy tobb eset eldallitasa: a tanulok megtanuljak
figyelembe venni az adott feltételt a feladatok soran.

- Minél tobb eset eldallitdsa az adott feltétel szerint: az eldallitdsok soran a tanulok
tartosan megtartjadk a szempontot, feltételt, és az eldallitott objektumokat megkiilonboztetik,
azonositjak.

- Az Osszes eset megkeresése a talalt esetek rendezése és a rendszerben talalt hidnyok
segitségével: a rendszerépitést a teljességre torekvés motivalja.

- Adott feltételhez tartozd esetek megkereséséhez rendszer kiépitése ,,elére”: a mar
végigjart alkotasokhoz val6d gondolati hasonldsag alapjan torténik (C. Neményi 2015).

Az 5-10. Iépcséfokok a fels6bb évfolyamokon keriilnek el6térbe, és a kombinatorikus
gondolkodéas mélyebb megértését célozzak, ezért ezeket most nem részletezziik.

C. Neményi Eszter és Sztrokay Vera ,,Matematika segédanyag az esti tanitoképzéshez”
cimli munkajaban részletesen targyalja a matematika kiilonbozé teriileteit, beleértve a
szamfogalom kialakitdsat, a miiveletek tanitidsit, a geometriai ismereteket, valamint a
kombinatorikai és logikai gondolkodas fejlesztését, kiilonds hangsulyt fektetve a didaktikai
modszerekre és a tanitasi folyamat 1épéseire. A tanulméanyban megtalalhato a kiilonbozd tipust
kombinatorikus modellek, mint példaul a variaciok, permutaciok és kombinaciok kettds
szemlélettel valo megkozelitése. Egyrészt bemutatasra kertil az a képleteken alapuld magasabb
matematikai eszkoztar, amely egy leendd tanit6 tudastdraban kell, hogy legyen a fejezet
hatékony oktatasahoz. Ezzel parhuzamosan a szerzok bemutatjak, hogy milyen mddon lehet a
kombinatorikai problémakat elemi mddon bevezetni €s feldolgozni az altalanos iskolai
oktatdsban. Tovabbd a szerzOk hasznos didaktikai tanacsokat adnak a kombinatorikus
gondolkodas fejlesztéséhez, beleértve a tanulok motivalasat €s a problémamegoldo képességek
erdsitését. Heréndiné Konya Eszter munkdjdban oktatdsi stratégidkon és mintafeladatokon
keresztiil részletesen megjelennek a tanulok fejlddési szintjeinek megfelelden a kombinatorikai
feladatok egymadsra épiild modelljei kiilon kitérve az also, illetve felsd tagozat esetében
alkalmazott stratégiakra. Kiilon hangsulyt kap az a tény, hogy az alsé tagozaton a
kombinatorika tanitdsaban kovetelmény az olyan feladatmegoldd stratégidk ismerete, mint
példaul az esetek megkiilonboztetése, az Osszes eset felsorolasa Otletszerlien vagy a
rendszerezett/rendezett felsorolds. Ezeknek a stratégidknak az alkalmazaséara épiilnek majd
késObb azok a feladatmegoldasi mddszerek, amelyek a felsd tagozaton, illetve a kozépiskolaban
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vannak jelen: szorzas modszere, 0sszeadas modszere, kdlcsondsen egyértelmii megfeleltetés,
rekurzid stb. (Heréndiné Konya 2013).

A kombinatorikai képességek korai gyermekkorban torténd fejlesztése a nemzetkozi
szakirodalomban is kiemelt szerepet kap. English példaul hangsulyozza, hogy az 5-7 éves
gyerekek is képesek megkozeliteni kombinatorikai problémakat (English 1991). Megfigyelései
szerint a gyerekek megoldasai foként az intuitiv probalkozéasokon alapulnak, de mar ebben a
korban megfigyelhetdk a rendszerezés és a logikus gondolkodas csirai, amelyek az oktatas
révén fejleszthetok. Ugyanakkor kiemeli, hogy ebben az ¢letkorban még gyakori az, hogy a
gyerekek nem soroljék fel az Gsszes lehetdséget, illetve nem képesek észlelni €s kizarni az
ismétléseket a felsorolasok soran. Az emlitett szerzd egy masik miivében azt is kiemeli, hogy a
8-11 éveseknél mar Osszetettebb rendszerezési €s logikai stratégiak figyelhetok meg (English
2005). Ebben az ¢letkorban is a probalgatas modszere a leggyakoribb (trial-and-error), viszont
fokozatosan megjelenik a részleges rendezés, valamint a szisztematikusan készitett felsorolasi
lista is. Ezek a stratégiak a gyermekek életkoraval, tapasztalataival és problémamegoldd
készségeivel Osszefliggésben fejlodnek. Rakic és munkatéarsai elsé évfolyamos tanuldkkal
végzett kutatds soran arra az eredményre jutottak, hogy a tanulok differencialt matematikai
feladatok megoldasaval torténd tanitdsa jelentésen befolyasolhatja a tanuldk logikai-
kombinatorikus gondolkodéasanak fejlodését az elemi matematikaoktatasban (Rakic et al.
2021). Lockwood és Gibson azt tapasztaltak, hogy még egyetemi hallgatok esetében is azok a
hallgatok, akik listaszerti felsorolasi technikat alkalmaznak, &ltalaban hatékonyabbak a
kombinatorikai problémak megolddsdban, mint azok, akik nem. A szerzék hangsulyozzak,
hogy az Osszes eset rendszerezett felsorolasa nemcsak egy eszkoz a probléma megoldasara,
hanem a kombinatorikai struktirdk mélyebb megértésének eldsegitdje is lehet, mivel a
hallgatok jobban érzékelik a kombinatorikai problémak logikai felépitését és szabalyait
(Lockwood—Gibson 2016). Zapata-Cardona a 6-8 éves gyermekek kombinatorikai feladatokhoz
vald hozzaallasat és a pedagogusok altal alkalmazhato stratégidkat vizsgalja a kombinatorikus
gondolkodés tdmogatdsa céljabol. A kutatas klinikai interjukon alapul, ahol a gyermekeknek
manipulalhatd eszkozoket biztositottak a kombinatorikai feladatok megoldasdhoz. Az
eredmények ramutattak a kombinatorikus és a multiplikativ gondolkodas kozotti szoros
kapcsolatra, és hangsulyoztdk, hogy a pedagdégusoknak olyan stratégiakat kell alkalmazniuk,
amelyek tdmogatjdk a multiplikativ gondolkodas fejlédését és a kombinatorikus szdmolasi
folyamatok elsajatitasat. (Zapata-Cardona 2018).

A fentiekben ismertetett tanulméanyokbdl egyértelmiien kidertil, hogy a kombinatorika
oktatasanak kitiintetett fontossdga van az alsé tagozaton is. A leghelyesebb oktatasi stratégia
lényege, hogy a kombinatorika feladatok behal6zzak az egész matematika tananyagot, vagyis
a tanulok minden fejezet keretében taldlkozzanak kombinatorikai példakkal ¢és
problémaszituaciokkal. Viszont korvonalazodik egy olyan elképzelés is, hogy néhany tipikus
probléma targyalasa kedvéért érdemes kiilon fejezeteket forditani a kombinatorika oktatasara
mar alsé tagozaton is.

2. A kutatas megvalositasa

A kutatas elézményeként megemliteném azt a tényt, amit minden évben tapasztalok,
amikor a tanitd szakos hallgatok oktatasa soran a kombinatorika oktatasanak médszertana keriil
elotérbe. A felvetddo leggyakoribb kérdés az, hogy egy alsé tagozaton oktatd pedagoégusnak
miért kell rendelkeznie ezzel a tud4dsanyaggal, mivel a kombinatorika tényleges oktatasa az
altalanos iskola felsd tagozatain kezdddik. A kérdés felvetése részben indokolt, mivel az alsos
tankonyvekben viszonylag kevés tipikusan kombinatorikai feladattal taldlkozunk, azok is
leginkébb a rejtvények vagy a gondolkodtato, fejtord feladatok kategoriaban szerepelnek. Talan
ez is lehet az egyik oka annak, hogy az als6s matematikaoktatdsban ez a témakdr hattérbe
szorul. Ebbdl kifolydlag sziiletett meg az oGtlet, hogy a pedagdgusképzésben részt vevo
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hallgatokkal kozosen egy felmérést végezziink, amelyben a negyedik osztdlyos tanulok
problémamegoldd képességét vizsgaljuk a kombinatorikai feladatok esetében. A mérésben 28
iskola 584 tanuldja vett részt. A mérés soran a tanuloknak egy 5 feladatbol all6 feladatlapot
kellett megoldani az adott osztalyokban tanité pedagogusok feliigyeletével. A tanuldk azt az
utasitast kaptak, hogy minden egyes megoldas esetében ne csak a szamszerii adatot irjak le,
hanem valamilyen forméaban szemléltessék a megoldds menetét is. Ezzel latens mdodon az alsé
tagozaton leginkabb elterjedt ,,minden lehetdséget soroljunk fol!” eshetdségre gondoltunk, bar
azt sem tartottuk kizartnak, hogy egyes tanulok valamilyen szabalyszeriiséget birnak felfedezni.
A feladatlapot jelen tanulmény szerzoje allitotta 6ssze. A feladatlapok kiértékelésében viszont
a hallgatok is részt vettek, akik tobbek kozott azt a feladatot is kaptak, hogy egy esszé
formajaban szamoljanak be a feladatlapok feldolgozdsa sordan szerzett modszertani
tapasztalataikrol. Egy-egy hallgatora koriilbelil 25-30 tanuldéi dolgozat elemzése ¢és
kiértékelése jutott.

Kutatasaink soran a kovetkezd hipotéziseket fogalmaztuk meg a negyedik osztalyos
tanulok problémamegoldé képességével kapcsolatban a kombinatorika teriiletén:

- A tanulok képesek az esetek megkiilonboztetésére, szétvalasztasara;

- A tanulok képesek az 6sszes eset tletszerti felsorolasara;

- A tanulok képesek a rendszerezett felsorolésra;

- A tehetségesebb tanulok egy része mar rendelkezik olyan alapvetd problémamegoldasi
otletekkel, amelyek a felsé tagozatos tananyag részét képezik (szorzas modszere, dsszeadas
modszere, esetek szétvalasztasa, kapcsolatok abrazolasa).

A tanuldi problémamegoldd képességek mérésére szolgald feladatlapon a kdvetkezo
feladatok szerepeltek.

1) Az 5; 0; 0 és 8 szamkartydkbdl hany négyjegyli szdmot rakhatunk ki, ha minden
szamkartyat csak egyszer hasznalhatunk fel?

2) Anna, Bea, Cili és Dori szinhdzba mennek, a jegyiikk négy egymas melletti székre
érvényes. Hanyféleképpen iilhetnek le, ha Bea és Cili egymas mellett akarnak ilni?

3) Az A, B, C és D betiikbdl négybetiis ,,szavakat” képeziink ugy, hogy minden betlit csak
egyszer hasznalhatunk fel. Az igy kapott ,,szavakat” dbécésorrendbe helyezziik. Ebben a
sorban hanyadik ,,sz6” lesz a BCAD?

4) Andras, Béla, Csaba és Dénes kormérkdzéses asztalitenisz-bajnoksagot jatszanak.
Hany mérkdzésre kertil sor?

5) Annénak két zold és harom fehér bogréje van. Ezeket szeretné egy polcon elhelyezni.
Egy lehetséges elhelyezési sorrend a kdvetkezo:

FFZFZ

Hanyféleképpen rendezheti sorba a bogréket? Sorold fel az dsszes lehetdséget!
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A feladatokra adott valaszok megoszlasat az alabbi tablazat szemlélteti.

1. feladat 2. feladat 3. feladat 4. feladat 5. feladat
Jo valasz 75% 31% 35% 49% 27%
Rossz vélasz 10% 33% 43% 30% 24%
Hidnyos valasz 15% 33% 18% 17% 44%
Nem foglalkozott vele 0% 3% 4% 4% 5%

1. tablazat: A tanuldi valaszok megoszlasa
Forras: sajat szerkesztés

Ahhoz, hogy a tablazat alapjan atfogobb képet kapjunk a tanuldk teljesitményérol,
szlikségesnek tartjuk a kovetkezd megjegyzéseket. Mivel a megoldasok dontd tobbsége az
esetek felsorolasan alapult, amelyben az 6tletszerti felsorolasok részaranya dominalt a rendezett
felsorolasokhoz képest, ezért hianyos valasznak tekintettiik azokat a probalkozasokat, amelyek
esetében a tanulok a sorba rendezéseknek legaldbb a felét megtaldltdk (viszont nem tudtdk
felsorolni az 0Osszes lehetdséget). Kis részardnyban szerepeltek helyes valaszok minden
indoklas nélkiil, ezeket is a hidnyos vélaszok k6zé soroltuk. A rossz valasz kategoridba azokat
a megoldasokat soroltuk, ahol a helytelen felsoroldsok mellett j6 sorba rendezések is
szerepeltek, viszont ezek részaranya nem érte el az dsszes lehetdség szamanak a felét. Szintén
arossz valaszok ko6z¢é keriiltek azok a megoldasok, ahol valaszként csak egy helytelen szamadat
szerepelt minden kiilondsebb indokléds nélkiil, illetve egyaltalan nem helytalld, észszeriitlen
indoklassal.

Az 1. feladat esetében, mivel a lehetséges sorba rendezések szama alacsony volt
(szdmszeriien 6 négyjegyll szam volt a valasz), a tanuld hiromnegyede az Osszes eset
felsorolasaval adott jo valaszt. A helyes valaszok esetében a tanuldk donté tobbsége
rendszerezett felsorolassal dolgozott, legtobben eldszor az 5-tel, majd a 8-cal kezd6do szamokat
soroltak fel. 11 tanul6 a két darab 0-s szamjegy helyzetére alapozta a rendszerezett felsorolast,
egy ilyen példa a kovetkez6: 5008, 8005, 8500, 5800, 8050, 5080. A helyes valaszok esetében
alacsony részaranyban (koriilbelill a valaszok egyo6tdde) szerepeltek oOtletszerli felsorolasok.
Erre egy altalunk kiragadott példa az 5008, 8050, 5800, 8500, 5080, 8005 sorrend. Viszont a
kiilonboz6 felsoroldsi mintazatok részaranyanak vizsgélata is kiilonleges lehet, amelyre a jelen
tanulmany terjedelme miatt nem tériink ki. Egy tipikusan rossz vélaszt is kiemelnénk, amely
szerint ,,5008 négyjegyli szdm van”, ez a feladatban szerepld kérdés téves értelmezésére utal.

A 2. feladat esetében a helyes valasz a 12 lehetséges iilésrend, ezért az oOtletszerii
felsorolds hatékonysaga joval alacsonyabb volt. Véleménylink szerint leginkabb ezzel
magyarazhat6 a j6 valaszok, rossz valaszok, illetve a hidnyos valaszok kozel azonos részaranya.
A rossz valaszok esetében két fo hibaforrast figyelhettiink meg, mindkettd az otletszerii
felsoroléas alkalmazasabol adodott. Egyrészt a felsorolds sordn a tanulok néhany helyes sorrend
felsoroldsa utan nem vették figyelembe a ,,Bea és Cili egymas mellett akarnak iilni” feltételt
(vagy a probléma megoldasa kozben megfeledkeztek rola). Igy a felsoroldsban eléfordultak
olyan esetek is, amikor az emlitett két lany nem egymas mellé keriilt, amely néhany esetben azt
eredményezte, hogy a felsorolt iilésrendek szama meghaladta a 12-t. A rossz valaszok masik
oka az volt, hogy a tanulok néhany iilésrend (az esetek tobbségében 3 vagy 4) felirdsa utdn
valaszként az altaluk felirt tilésrendek szamat adtdk meg. Elhanyagolhatdé volt azoknak a
tanuloknak a szdma, akik rossz valaszként indoklas nélkiil egy szamadatot irtak. A hianyos
valaszadok kozott a legtobben 8-10 helyes iilésrendet irtak fel, 0k tobbségében véletlenszeri
oOtleteléssel dolgoztak, munkajukban kevésbé fedezhetd fel a rendezett felsoroldsra valo
hajlanddsag. A hianyos valaszok kozé soroltuk azokat a valaszokat is, amelyek esetében csak
azokat az tilésrendeket irtak le, ahol az egyik lany a masik bal oldalan iil, igy a ,,6 iilésrend van”
valaszt adtdk (nem vették észre, hogy a két lany egymashoz képest forditva is iilhet). A helyes
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valaszokat ado6 tanuloknak kozel a fele (az Osszes tanuld 15%-a) csak azt a 6 valaszlehetdséget
jelolte meg, ahol Bea Cili bal oldalén iil (vagy forditva), majd a helyes valasz leirasakor néhany
szoban utaltak ra (vagy egyszeriien csak egy oda-vissza nyillal jelezték), hogy a két lany
egymashoz képest forditva is iilhet. Az olyan tanulok kozott, akik mind a 12 helyes tilésrendet
felsoroltak, is nagyobb volt azoknak a részaranya, akik a rendszerezett felsorolast valasztottak.
Ezeknek a tanuloknak t6bb mint a fele az abécésorrendet kovetd mintazatot alkalmazta, viszont
a tobbiek munkajaban is érzékelhetd volt a rendszerezett felsorolés jelenléte. Osszesen 9 tanuld
sorolta fel mind a 12 helyes iilésrendet teljesen véletlenszert otleteléssel, a felsorolds soran
barmilyen rendezettség nélkiil. A fentieket figyelembe véve megfigyelhetjiik, hogy az dsszes
tanulonak kozel 30%-a a rendezett felsorolast valasztotta. Ez negyedik osztalyos tanuldk
korében pozitiv ténynek mindsiil, viszont egy feladat megoldédsainak elemzésébdl nem all
modunkban altalanos tapasztalatokat levonni.

A 3. feladat értelmezésekor a problémat a szovegben szerepld abécésorrendbe helyezés
okozta. Ezekben az esetekben a mérésben részt vevd hallgatok, eldzetes egyeztetésiink
értelmében, segitettek az értelmezésben. Mivel itt az dbécésorrendbe helyezés mar egyfajta
rendszerezett felsorolast sugall, ezért elvarasaink kozott szerepelt, hogy a megfeleld sorrendbe
rendezést tobb tanuld megtalalja, mint esetleg a 2. feladat esetében. Ez részben meg is tortént,
viszont elvarasainkhoz képest csekély mértékben. A feladat jellegébdl kifolydlag csak azokat a
valaszokat tekinthettiik hianyos megoldéasnak, ahol a BCAD sz6 elétt elhelyezkedd 8 sz6 koziil
valamelyik (vagy esetleg nem tobb, mint 3 sz6) kimaradt, viszont a megoldés soran latszott,
hogy a tanul6 helyesen értelmezte a feladatot. Illyen modon ennek a feladatnak az esetében volt
a legalacsonyabb a hidnyos megoldasok aranya a rossz megoldasokhoz viszonyitva. Osszesen
11 olyan megoldast talaltunk, amelyek esetében a tanuldk tudatdban voltak annak, hogy az A
betlivel kezdddo6 szavak szama 6 (anélkiil, hogy leirtak volna), igy csak a sorrendben kovetkezd
harom B betiivel kezd6d6 szo6 felsoroldsaval adtak helyes valaszt. Ezek a tanulok egy ,.elore
kiépitett” rendszer alapjan gondolkodtak, amely a kombinatorikai képességek magasabb
fejlettségének sajatja. Kevés olyan jo valaszt talaltunk, ahol a tanuldk a helyes abécésorrendbe
helyezésnél a 9. sz6 (BCAD) leirasa utan adtak meg a helyes valaszt. A leggyakoribb esetben
a jo valaszt ado6 tanulok helyesen 4bécésorrendbe tették az A, illetve B betiivel kezdddo
»szavakat”, majd utdna szamoltdk ki a BCAD sz6 helyét. Viszonylag nagy részaranyban
szerepeltek azok a megoldasok is, ahol a tanuldk az dsszes (24) sz6t helyes sorrendben felirtak,
¢s utdna szamoltak ki, hogy hdnyadik a sorrendben a BCAD sz6. A rossz megoldasok
tobbségének hatterében a helytelen abécésorrendbe helyezés allt. Ezt kevésbé tulajdonitjuk
annak a ténynek, hogy a tanulok nem ismerik az abécésorrendet (ennek a megallapitasunknak
kiilon nyomatékot ad az a tény, hogy az abécé elsé négy betlijérdl volt sz6), inkabb a rendezett
felsorolas képességének a hidnya 4all a hattérben. Ezt a megallapitasunkat még inkéabb
alatdmasztja az a tény, hogy tobbségében ugyanazok a tanuldk adtak jo valaszt a 2., mint a 3.
feladatra. A rossz valaszok esetében is el6fordult az, hogy a tanul6 helyesen felirta a képezhetd
24 sz6t, majd azt a valaszt adta, hogy 0sszesen 24 sz6 1étezik. Mivel ez tobb kiilonboz6 iskola
tanuldl kozott 1s eldfordult (0sszesen 32 tanuld), nem tekinthetjik egyfajta ,,lokalis”
hibazasnak, inkabb annak tulajdonithatd, hogy a tanuldk a rendszerezett felsorolas soran a
feladat végére érve ,.elfelejtettek” a feladatban szerepld konkrét kérdést.

A 4. feladat esetében a ,.kormérkdzés” sz tobb esetben is gondot okozott, viszont a
felmérésben részt vevo hallgatok elmagyaraztak ennek a fogalomnak a jelentését. A jo valaszt
ado tanulok kivétel nélkiill a mérkdzések felsoroldsaval (a részt vevd személyek parba
rendezésével) dolgoztak. Mivel a mérkézések szama alacsony volt (6 mérkdzés), és minden
egyes mérkdzés esetében csak két személyt kellett parba allitani, ezért nem kdrvonalazddott
egyértelmiien, hogy az egyes esetekben oOtletszerti, illetve rendszerezett felsorolasrol van-e szo.
A hianyos megoldéasok alacsony részaranya is az 0sszes eset alacsony szamanak tulajdonithato.
Teljesen hianyoztak a szamitason alapuld gondolatmenetek, példaul a tipikus 3+ 2+ 1 =6
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valasz egyik dolgozatban sem szerepelt. Hianyoztak tovabba a mérkdzések lebonyolitasat
abrazolo grafok is. A valaszok értékelésekor fogalmazddott meg az Gtlet, hogy megfeleldbb lett
volna, ha a feladatban 6 vagy 8 versenyz6 szerepel, mivel igy az 6sszes eset felsorolasa helyett
a tobbi modszer is el6térbe kertilhetett volna.

Az 5. feladat esetében nagy tobbségében azok a tanulok adtak helyes valaszt, akik a
rendszerezett felsorolast véalasztottdk. A rendszerezést tobbféle szempont szerint végezték,
legtobben a két darab Z betii helyzetének a valtoztatdsaval voltak sikeresek. Az otletszerti
felsorolasok esetében sok volt a hidnyos valasz (legalabb 6t felsorolast megtalaltak), viszont
tobben voltak, akik csak 3 vagy 4 esetet taldltak meg (ezeket a rossz valasz kategdridba
soroltuk). A jo valaszok 27%-0s részardnya is egy ujabb bizonyiték arra nézve, hogy a
negyedikes tanuloknak csak koriilbeliil egynegyede képes a rendszerezett felsoroléasra, ezt a
tobbi feladat esetében is tapasztaltuk.

Osszegzés

A mérés megvaldsitdsa soran a mérésben részt vevd hallgatok kiilonbozé véleményeket
fogalmaztak meg. Ugyanakkor egy fontos megéllapitas majdnem minden hallgaté elemzésében
szerepelt, amely szerint a mérésben részt vevd tanulok tobbsége ugy nyilatkozott, hogy
tanulmanyaik soran egyaltalan vagy nagyon ritkan talalkoztak hasonld feladatokkal. Ezt
elsdsorban a tankdnyvekben szereplé kombinatorikai feladatok alacsony szdmanak
tulajdonitjuk. Tovabba a pedagogusok tobbsége a tankonyvek tartalmat, illetve az azokban
szerepld feladatokat igyekszik feldolgozni az oktatdsi folyamat sordn, a sajat kreativitds
igénybevételével onalloan alkotott feladatok kevésbé vannak jelen. Pedig a kombinatorikai
feladatok sajatossdga, hogy a matematika oktatdsa soran barmely fejezet esetében
eléfordulhatnak.

A hipotéziseink vizsgélata soran kovetkeztetéseinket a dolgozatok elemzése ¢és a
hallgatok megfigyelései alapjan fogalmaztuk meg. Az elsd hipotézis beigazolodott, a tanulok
negyedik évfolyamon mar képesek az esetek megkiilonboztetésére és szétvalasztasara. A
tanul6i megoldasok kozotti kiilonbséget leginkabb az okozta, hogy milyen szempontok alapjan
tortént az esetek szétvalasztasa. A masodik hipotézisiink csak részben igazoldodott, a tanulok
viszonylag kis részardnyban képesek az Osszes eset Otletszerii felsorolasara. Ezt foként az 1. és
a 4. feladatokban szerepld helyes valaszok részaranyéaval tdmasztanank ald, ugyanis ezeknek a
feladatoknak az esetében a hat-hat sorba rendezési, illetve parba rendezési esetet konnyebben
meg lehetett talalni Gtletszerii felsoroldssal is. A tobbi feladat esetében viszont az otletszerii
felsorolasok leginkabb hianyos megoldasokhoz vezettek, vagyis a tanulok az eseteknek
legalabb a felét megtalaltdk. A harmadik hipotézisiink vizsgélata soran azt a kovetkeztetést
vontuk le, hogy a tanulok koriilbeliil egy harmada képes a rendszerezett felsorolasra, ezeknek
a tanuldknak a tobbsége minden feladatot helyesen oldott meg (vagy esetleg egyetlen feladat
esetében a hibas megoldas a figyelmetlenségbdl eredt). Az elvardsaink kozott szerepelt, hogy a
tanulok tobbsége (vagy legalabbis tobb mint a fele) képes a rendszerezett felsorolasra, igy az
egyharmados arany alulmaradt az eredeti elképzeléseinkhez képest. A negyedik hipotézisiink,
amely szerint a tehetségesebb tanulok egy része mar rendelkezik olyan alapvetd
problémamegoldasi Gtletekkel, amelyek a felsd tagozatos tananyag részét képezik (szorzas
madszere, Osszeadds modszere, esetek szétvalasztasa, kapcsolatok dbrazoldsa), egyaltalan nem
igazolodott be. A dolgozatok elemzése soran még nyomokban sem talaltunk az emlitett felsé
tagozatos modszerekre, illetve az ezekhez vald kapcsolodasra utaldo dolgokat. Pedig az alsé
tagozatos modszertanban is kovetelmény szamba megy a fagrafok, illetve a kiillonb6zo
kapcsolatokra utald teljes grafok (példaul lejatszott mérkézések abrazolasa) készitése, amely a
szorzas mddszerének alapjat szolgaltatja.

A megfigyeléseink 0Osszegzése alapjan megfogalmazddott az a gondolat, hogy a
kombinatorika tanitdsat az als6 tagozaton uj alapokra kell helyezni. A hallgatok egyontetii
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véleménye volt, hogy a kombinatorikai feladatoknak a tanitds sordn a matematika minden
fejezetében jelen kell lenni. Arra vonatkozoan, hogy a harmadik, illetve negyedik évfolyamon
kiilon kombinatorika fejezeteknek is jelen kell lenni a tananyagban, a vélemények
megoszlottak. Ezt tovabbra is érdekes kérdésnek tekintjik, mivel a kifejezetten
kombinatorikdval foglalkozd fejezetek moddszeres tanitdsa szembe menne azzal az
elképzeléssel, amely szerint az als6 tanulok esetében a kombinatorikai feladatok nem explicit
modon, hanem leginkabb a mindennapi tapasztalatokon keresztiil, illetve egy-egy matematikai
fejezet tanitdsaba agyazva jelennek meg. A mérések eredményeit felhaszndlva tjabb
elképzelések jelentek meg a kutatds folytatdsara ¢és kiszélesitésére vonatkozodan, erre
nyomokban az eredmények feldolgozasa soran is utaltunk. Reményeink szerint a tanulmanyban
megfogalmazott kovetkeztetések €s tapasztalatok hasznos tampontot jelentenek a gyakorlo
pedagdgusok szamara a kombinatorika oktatasanak teriiletén.
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